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4. Séries trigonométriques de Fourier et
espaces L2

Exercice 1. Soient les fonctions f et g d'une variable réelle dé�nies par

f(x) = cos(x) et g(x) = xeix.

Sont-elles de carré intégrable sur [−π, π] ? Si oui, calculer leur norme et leur produit scalaire dans l'espace

L2([−π, π]).

Exercice 2. Véri�er sous quelle(s) condition(s) les fonctions f et g dé�nies par

f(x) = e−αx et g(x) = sin(θx)e−βx

(où α, β > 0 et θ ∈ R) sont orthogonales dans l'espace L2([0,+∞[).

Exercice 3. Montrer que les fonctions

fm : x ∈ [a, b] 7→ 1√
b− a

e
2iπmx
b−a (m ∈ Z)

constituent une suite orthonormée dans l'espace L2([a, b]) (avec a, b ∈ R, a < b).

Exercice 4. (a) Développer en série trigonométrique de Fourier dans L2([0, 2π]) la fonction f donnée
par f(x) = ex.

(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=0

1

m2 + 1
et

+∞∑
m=0

(−1)m

m2 + 1
.

Exercice 5. Soit f la fonction d'une variable réelle dé�nie par f : x 7→ sin(x).

(a) Si possible, la développer en série trigonométrique de Fourier dans L2([0, π]) et dans L2([0, 2π]).

(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=1

1

4m2 − 1
et

+∞∑
m=1

(−1)m

4m2 − 1
.

Exercice 6. On donne la fonction f dé�nie sur R par

f(x) =

 −1 si x ∈ ]− π, 0[
1 si x ∈ ]0, π[
0 sinon

.

(a) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de f de L2([−π, π]).
(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1
,

+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)2
et

+∞∑
m=0

1

m2
.

Exercice 7. On donne la fonction f dé�nie sur R par

f(x) = |x|.

(a) Si possible, développer f en série trigonométrique de Fourier dans L2([−π, π]). Simpli�er au maximum
la solution �nale et l'exprimer uniquement au moyen de fonctions sinus et cosinus.



(b) En déduire la somme des séries

+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)2
,

+∞∑
m=1

1

m2
,

+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)4
et

+∞∑
m=1

1

m4
.
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